
Ââåäåíèå

Ââåäåíèå.
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � ôóíäàìåíòàëüíûé ðàçäåë
ìàòåìàòèêè, ÷òî âåäåò ñâîé îòñ÷¼ò îò XVII âåêà, êîãäà áûëè
ïîëîæåíû îñíîâû òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Ñîâðåìåííûé
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå òåîðèþ
ôóíêöèé, òåîðèþ ðÿäîâ, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå
èñ÷èñëåíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñòàë
âûäàþùåéñÿ âåõîé â èñòîðèè íàóêè è ñôîðìèðîâàë ëèöî
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Àíàëèç áûñòðî ïðåâðàòèëñÿ â
ìîùíåéøèé èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàòåëåé åñòåñòâåííûõ íàóê,
à òàêæå ñòàë îäíèì èç äâèãàòåëåé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé
ðåâîëþöèè.
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Ââåäåíèå

Ìíîæåñòâà è ÷èñëà.
Ïîíÿòèå ¾ìíîæåñòâà¿ áóäåì ïðèíèìàòü íà èíòóèòèâíîì óðîâíå
(íàçûâàåìîì íàèâíîé òåîðèåé ìíîæåñòâà) êàê ¾ñîâîêóïíîñòü
èëè íàáîð íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíîå
öåëîå¿. Ïðè ðàáîòå ñ ìíîæåñòâàìè âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ,
÷òî ñîñòàâ ëþáîãî ìíîæåñòâà âïîëíå îïðåäåëåí, ò. å. äëÿ
ëþáîãî îáúåêòà x è ëþáîãî ìíîæåñòâà M ëèáî x ∈ M, ëèáî
x /∈ M, è â ñëó÷àå x ∈ M ãîâîðÿò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó M èëè ÷òî x � ýëåìåíò ìíîæåñòâà M.
Åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B ,
òî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B è îáîçíà÷àåòñÿ A ⊂ B .
Ìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèí ñîñòàâ,
èíà÷å ãîâîðÿ A = B îçíà÷àåò, ÷òî A ⊂ B è B ⊂ A.
Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü ïðîñòî ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ
{a, b, c , . . .}.
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Äðóãîé ñïîñîá � âûäåëèòü âñå îáúåêòû x , îáëàäàþùèå
íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P(x):
{x : P(x)}.
Íàïðèìåð, ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ = {x : x 6= x}.
Åñëè âñå âûäåëÿåìûå îáúåêòû x áåðóò èç çàäàííîãî
ìíîæåñòâà M, òî {x ∈ M : P(x)} := {x : x ∈ M, P(x)}.
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Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.
A ∪ B := {x : x ∈ A èëè x ∈ B} � îáúåäèíåíèå;
A ∩ B := {x : x ∈ A è x ∈ B} � ïåðåñå÷åíèå;
A \ B := {x : x ∈ A è x /∈ B} � ðàçíîñòü;
A4B := (A \ B) ∪ (B \ A) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü.
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Èìåÿ äâà ýëåìåíòà a è b (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûõ ìíîæåñòâ),
ìîæíî íàçâàòü a ïåðâûì, à b � âòîðûì, è îáðàçîâàòü íîâûé
ýëåìåíò (a, b), íàçûâàåìûé óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé. Ïðè ýòîì
óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (a, b) è (c, d) ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a = c è b = d . Ìíîæåñòâî
A× B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B . Ïðè ýòîì A2 = A× A
íàçûâàþò êâàäðàòîì ìíîæåñòâà A. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû (n-êè) (a1, . . . , an), ïðÿìûå
ïðîèçâåäåíèÿ n ìíîæåñòâ
A1 × . . .× An := {(a1, . . . , an) : a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}, à òàêæå
n-þ ñòåïåíü An := A× . . .× A (n ðàç) ìíîæåñòâà A.
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N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;
Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (èëè äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë;
C � ìíîæåñòâî êîìëåêñíûõ ÷èñåë.

À. À. Åãîðîâ (yegorov@math.nsc.ru) ÎÌÀ ÔÔ-ÃÃÔ ÍÃÓ (2020-21)



Ââåäåíèå

Îòîáðàæåíèÿ è ôóíêöèè.
Ïóñòü X è Y � ìíîæåñòâà (ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû).
Îòîáðàæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì (çàäàííûì) íà ìíîæåñòâå X è
äåéñòâóþùèì â ìíîæåñòâî Y , íàçûâàþò ïðàâèëî, ñîãëàñíî
êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X ñîïîñòàâëÿåòñÿ
êàêîé-òî îäèí, âïîëíå îïðåäåëåííûé, ýëåìåíò y ìíîæåñòâà Y .
Ìû â ñëó÷àå, êîãäà X è/èëè Y � ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, îá
îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y áóäåì ãîâîðèòü êàê
î ôóíêöèè.
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Ïðàâèëî, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå, îáîçíà÷àþò áóêâàìè,
íàïðèìåð, f è êðàòêî çàïèñûâàþò f : X → Y . Ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî X , íà ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
äåéñòâèå ïðàâèëà (îòîáðàæåíèÿ), íàçûâàþò îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àþò ÷åðåç dom(f ).
Ýëåìåíò, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà
ýëåìåíò x ∈ X , íàçûâàþò çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà
ýëåìåíòå x è îáîçíà÷àþò f (x). Ïðè ýòîì òàêæå ïèøóò
f : x 7→ f (x). Ìíîæåñòâî im(f ) := {f (x) : x ∈ dom(f )} ⊂ Y
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f .
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Ïóñòü f : X → Y .
Äëÿ A ⊂ X = dom(f ) ìíîæåñòâî f (A) := {f (x) : x ∈ A}
íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà A ïîä äåéñòâèåì
îòîáðàæåíèÿ f .
Äëÿ B ⊂ Y ìíîæåñòâî f −1(B) := {x ∈ dom(f ) : f (x) ∈ B}
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ïîä äåéñòâèåì
îòîáðàæåíèÿ f .
Äëÿ y ∈ Y f −1(y) := f −1({y}).
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
f (dom(f )) = im(f );
f −1(im(f )) = dom(f );
f −1(Y ) = dom(f ).
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Ïîäìíîæåñòâî G (f ) := {(x , f (x)) : x ∈ dom(f )} ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ X × Y íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y .
Êîìïîçèöèåé äâóõ îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : dom(g)→ Z ,
ãäå dom(g) ⊂ Y , íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g ◦ f , îïðåäåë¼ííîå
íà dom(g ◦ f ) := {x ∈ X : f (x) ∈ dom(g)} è äåéñòâóþùåå ïî
ïðàâèëó (g ◦ f )(x) = g(f (x)).
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Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûì
(îòîáðàæåíèåì íà ìíîæåñòâî Y ), åñëè im(f ) = Y .
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì), åñëè f (x1) 6= f (x2) äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ
x1, x2 ∈ X , ò. å. x1 6= x2.
Îäíîâðåìåííî ñþðüåêòèâíîå è èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì.
Äëÿ èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèå f : X → Y îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå f −1 : im(f )→ X , äåéñòâóþùåå ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ýëåìåíòó y ∈ im(f ) ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
x ∈ dom(f ), ÷òî y = f (x), è íàçûâàåìîå îáðàòíûì ê f .
Çàìåòèì, ÷òî
f (f −1(y)) = y , y ∈ im(f );
f −1(f (x)) = x , x ∈ dom(f ).
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Ãðàôèêè ôóíêöèé è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ôóíêöèþ f : X → R, îïðåäåëåííóþ íà ñèììåòðè÷íîì
îòíîñèòåëüíî íóëÿ ìíîæåñòâå X ⊂ R, íàçûâàþò
÷¼òíîé, åñëè f (−x) = f (x), x ∈ X ;
íå÷¼òíîé, åñëè f (−x) = −f (x), x ∈ X .
Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè
îðäèíàò, ãðàôèê íå÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ ãðàôèê ôóíêöèè g ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðåîáðàçîâàíèåì èçâåñòíîãî ãðàôèêà äðóãîé ôóíêöèè f :
g(x) = f (x) + c � ñäâèã ãðàôèêà ôóíêöèè f âäîëü îñè îðäèíàò
íà c ;
g(x) = f (x − c) � ñäâèã ãðàôèêà ôóíêöèè f âäîëü îñè àáñöèññ
íà c ;
g(x) = f (−x) � ñèììåòðèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî
îñè îðäèíàò;
g(x) = −f (x) � ñèììåòðèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî
îñè àáñöèññ;
g(x) = af (x) � óìíîæåíèå êàæäîé îðäèíàòû ãðàôèêà ôóíêöèè
f íà a;
g(x) = f (ax) � äåëåíèå êàæäîé àáñöèññû ãðàôèêà ôóíêöèè f
íà a.
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè.
an → a ïðè n→∞ ( lim

n→∞
an = a) ⇐⇒

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n > n0 |an − a| < ε

f (x)→ a ïðè x → +∞ ( lim
x→+∞

f (x) = a) ⇐⇒
∀ε > 0 ∃∆ = ∆(ε) > 0 ∀x > ∆ |f (x)− a| < ε

f (x)→ a ïðè x → x0 ( lim
x→x0

f (x) = a) ⇐⇒
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 ∀0 < |x − x0| < δ |f (x)− a| < ε
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Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå (ïðîèçâîäíîé)

Ïóñòü f : (a, b)→ R � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå (a, b),
è x0 ∈ (a, b) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîìåæóòêà. Åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
,

òî åãî íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è

îáîçíà÷àþò f ′(x0) èëè
df

dx
(x0).

Åñëè f (x) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ (a, b),
òî âîçíèêàåò ôóíêöèÿ x 7→ f ′(x), êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) (íà ïðîìåæóòêå (a, b)).
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Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîèçâîäíîé.
Åñëè x � âðåìÿ, à f (x) � êîîðäèíàòà ïðÿìîëèíåéíî

äâèæóùåãîñÿ òåëà, òî îòíîøåíèå
f (x)− f (x0)

x − x0
� ýòî ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü íà ïðîìåæóòêå [x0, x ], à f ′(x0) � ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü
â ìîìåíò âðåìåíè x0.
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Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà (î ïðîèçâîäíîé è àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ)

Ïóñòü f , g : (a, b)→ R èìåþò ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 ∈ (a, b).

Òîãäà èõ ñóììà f + g , ïðîèçâåäåíèå fg è ÷àñòíîå
f

g
òîæå

èìåþò ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0, ïðè÷åì

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g ′(x0),
(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g ′(x0),(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g ′(x0)

(g(x0))2

(ïîñëåäíåå ïðè óñëîâèè, ÷òî g ′(x0) 6= 0).

Òåîðåìà (î ïðîèçâîäíîé êîìïîçèöèè)

Ïóñòü f : (a, b)→ (c, d) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x0) â òî÷êå

x0 ∈ (a, b), g : (c, d)→ R èìååò ïðîèçâîäíóþ g ′(y0) â òî÷êå

y0 = f (x0), òî êîìïîçèöèÿ g ◦ f èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 è

(g ◦ f )′(x0) = g ′(f (x0))f ′(x0).
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Òåîðåìà (î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè)

Ïóñòü f : (a, b)→ R îáðàòèìà è x0 ∈ (a, b). Åñëè f (x) èìååò
íåíóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x0) 6= 0 è îáðòíàÿ ôóíêöèÿ f −1(y)
íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = f (x0), òî f −1(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ â

òî÷êå y0, ïðè÷åì

(f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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Òåîðåìà (î ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé)

(ax)′ = ax ln a, x ∈ R;
(loga x)′ =

1

x ln a
, x > 0;

(xα)′ = αxα−, x > 0;
(sin x)′ = cos x , x ∈ R;
(cos x)′ = − sin x , x ∈ R;
(tg x)′ =

1

cos2 x
, x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ k ∈ Z;

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
, x ∈ R, x 6= kπ k ∈ Z;

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
, −1 < x < 1;

(arccos x)′ = − 1√
1− x2

, −1 < x < 1;

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R;

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R.
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Ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìàòåìàòèêè îáû÷íî îðãàíèçóåòñÿ â âäèäå
îòäåëüíûõ âûñêàçûâàíèé (óòâåðæäåíèé), âûðàæàþùèõ òå èëè
èíûå ôàêòû.
Âûñêàçûâàíèå � ýòî ïîâåñòâîâàòåëüíîå âûðàæåíèå, î êîòîðîì
ìîæíî ñóäèòü, èñòèííî îíî èëè ëîæíî.
Èç âûñêàçûâàíèé ïî ïðàâèëàì ëîãèêè îáðàçóþò ñîñòàâíûå
âûñêàçûâàíèå, èñòèííîñòü êîòîðûõ ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì
îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè ñîñòàâëÿþùèõ
óòâåðæäåíèå âûñêàçûâàíèé.
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Êîíúþêöèåé P ∧ Q (P&Q) âûñêàçûâàíèé P è Q íàçûâàåòñÿ
âûñêàçûâàíèå ¾P è Q¿, êîòîðîå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èñòèííû îáà âûñêàçûâàíèÿ P è Q îäíîâðåìåííî.

Äèçúþêöèåé P ∨ Q âûñêàçûâàíèé P è Q íàçûâàåòñÿ
âûñêàçûâàíèå ¾P èëè Q¿, èñòèííîå â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé P èëè Q.

Îòðèöàíèåì ¬P âûñêàçûâàíèÿ P íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå
¾íå P , êîòîðîå èñòèííî, åñëè P ëîæíî, è ëîæíî, åñëè P
èñòèííî.

À. À. Åãîðîâ (yegorov@math.nsc.ru) ÎÌÀ ÔÔ-ÃÃÔ ÍÃÓ (2020-21)



Ââåäåíèå

Ïóñòü P è Q � âûñêàçûâàíèåÿ. Ïîä èìïëèêàöèåé
(ñëåäîâàíèåì) P → Q (P ⇒ Q) ïîíèìàåòñÿ âûñêàçûâàíèå
¾èç P ñëåäóåò Q¿, êîòîðîå ëîæíî, åñëè P èñòèííî, à Q ëîæíî,
è èñòèííî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Èìïëèêàöèÿ P → Q ìîæåò òàêæå îôîðìëÿòüñÿ îäíèì èç
ñëåäóþùèõ ðàâíîçíà÷íûõ âûðàæåíèé:
¾Q ñëåäóåò èç P¿,
¾èç P âûòåêàåò Q¿;
¾Q âûòåêàåò èç P¿,
¾åñëè âûïîëíåíî P , òî âûïîëíåíî Q¿;
¾Q âûïîëíåíî, åñëè âûïîëíåíî P¿;
¾äëÿ âûïîëíåíèÿ P íåîáõîäèìî âûïîëíåíåíèå Q¿;
¾äëÿ âûïîëíåíèÿ Q äîñòàòî÷íî âûïîëíåíåíèå P¿;
¾P âûïîëíåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî Q¿;
¾Q âûïîëíåíî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî P¿;
¾P âûïîëíåíî òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî Q¿;
¾Q âûïîëíåíî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî P¿.
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Åñëè èç P ñëåäóåò Q è îäíîâðåìåííî èç Q ñëåäóåò P , òî
ñèìâîëè÷åñêè ýòîò ôàêò çàïèñûâàþò â âèäå P ↔ Q (P ⇔ Q,
P = Q, P ≡ Q), íàçûâàþò âûñêàçûâàíèåì ðàâíîñèëüíîñòè P
è Q è óïîòðåáëÿþò äëÿ åãî ñëîâåñíîãî âûðàæåíèÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ ðàâíîçíà÷íûõ ñëîâîñî÷åòàíèé:
¾P è Q ðàâíîñèëüíû¿;
¾äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî P , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû áûëî âûïîëíåíî Q¿;
¾P âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî Q¿;
¾P âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíåíî Q¿.
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Èìïëèêàöèè ¾èç P ñëåäóåò Q¿ è ¾èç (íå Q) ñëåäóåò (íå P¿
ðàâíîñèëüíû. Íà ýòîì îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

Äëÿ âûñêàçûâàíèÿ èìïëèêàöèè ¾èç P ñëåäóåò Q¿ èìïëèêàöèÿ
¾èç Q ñëåäóåò P¿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì âûñêàçûâàíèåì.
Èñòèííîñòü îáðàòíîãî âûñêàçûâàíèÿ íèêàê íå ñâÿçàí ñ
èñòèííîñòüþ èñõîäíîãî âûñêàçûâàíèÿ!!!
Òàêæå íå íàäî ïóòàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå Q → P ñ
îòðèöàíèåì ¬(P → Q)!!!
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Âûñêàçûâàíèÿ ñ ïåðåììåííûìè. Êâàíòîðû.
Ïåðåìåííàÿ � ýòî áóêâà èëè ñèìâîë, âìåñòî êîòîðîãî ìîæíî
ïîäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå îáúåêòû (çíà÷åíèÿ) èç
îïðåäåëåííîãî êëàññà. Âûñêàçûâàíèåì ñ ïåðåììåííûìè �
áóäåì íàçûâàòü ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, â êîòîðîå
âõîäèò îäíà èëè íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ è êîòîðîå ïðè
ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðåâðàùàåòñÿ â
âûñêàçûâàíèå ñ âïîëíå îïðåäåëåííîé èñòèííîñòüþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P(x) � âûñêàçûâàíèå ñ ïåðåìåííîé.
Âûñêàçûâàíèå âèäà ¾äëÿ âñåõ x èç ìíîæåñòâà A âåðíî P(x)¿
íàçûâàþò âûñêàçûâàíèåì (âñå)îáùíîñòè è ñèìâîëè÷åñêè
çàïèñûâàþò òàê: ∀x ∈ A P(x).
Âûñêàçûâàíèå âèäà ¾ñóùåñòâóåò x èç ìíîæåñòâà A òàêîé, ÷òî
âåðíî P(x)¿ íàçûâàþò âûñêàçûâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ è
ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàþò òàê: ∃x ∈ A P(x).
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Òåîðåìà è äîêàçàòåëüñòâî.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðåìà � ýòî
óòâåðæäåíèå âèäà A→ B , êîòîðîå îñòàåòñÿ åñëè èç äëèííîé
öåïî÷êè
A→ A1 → . . .→ Ai → Ai+1 → . . .→ An → B
âïîëíå ïîíÿòíûõ ïåðåõîäîâ âûáðîñèòü ñðåäíþþ ÷àñòü
→ A1 → . . .→ Ai → Ai+1 → . . .→ An →,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì.
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Íåêîòîðûå òåîðåìû èìåþò îñîáûå ¾çâàíèÿ¿, êîòîðûå
ïîä÷åðêèâàþò òîò èëè èíîé õàðàêòåð òåîðåìû.
Òåîðåìà âèäà A↔ B íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì (íàïðèìåð,
êðèòåðèé Êîøè èëè êðèòåðèé òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöû).
Òåîðåìà âèäà A→ B , ãäå A � èíòåðåñíûé ôàêò, à
âûïîëíåíèå B ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î
íåîáõîäèìîì óñëîâèè (âûïîëíåíèÿ A) èëè ïðîñòî íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì. Åñëè æå òåîðåìà èìååò âèä B → A, ãäå A �
èíòåðåñíûé ôàêò, à B ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, òî òåîðåìà
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè èëè ïðîñòî
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.
Ïîíÿòíî, ÷òî êðèòåðèé ìîæíî èíà÷å íàçâàòü òåîðåìîé î
íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè.
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Äîêàçàòü òåîðåìó A→ B çíà÷èò âîññòàíîâèòü ÷àñòü öåïî÷êè
→ A1 → . . .→ Ai → Ai+1 → . . .→ An →.
Äîêàçûâàÿ ïåðåõîä Ai → Ai+1 íóæíî ÷åòêî îñîçíîâàòü, â ÷åì
ñîñòîÿò óòâåðæäåíèÿ Ai è Ai+1, îñîáåííî åñëè óòâåðæäåíèÿ ñ
êâàíòîðàìè.
Â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êâàíòîðîâ ìíîãî, ìû ïîñòàðàåìñÿ
ïîäðîáíî ðàñïèñûâàòü ñîäåðæàíèÿ Ai è Ai+1, ïðåäâàðÿÿ ïåðâîå
ñëîâîì äàíî, à âòîðîå � ñëîâîì íàäî.
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Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.
Ìû çíàåì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ Ai → Ai+1 è ¬Ai+1 → ¬Ai

ðàâíîñèëüíû.
Ïîýòîìó â äîêàçàòåëüñòâå
→ A1 → . . .→ Ai → Ai+1 → . . .→ An →
ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíåå äîêàçûâàòü ¬Ai+1 → ¬Ai âìåñòî
Ai → Ai+1.
Òîãäà ìû ìûñëåííî çàìåíÿåì ñîîòâåòñâòâóþùèé ïåðåõîä â
äîêàçàòåëüñòâå
→ A1 → . . .→ Ai{¬Ai+1 → ¬Ai}Ai+1 → . . .→ An →,
ïðåäâàðÿÿ ñëîâàìè äîêàæåì Ai → Ai+1 ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
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¬(¬A) = A;
¬(A ∨ B) = ¬A ∧ ¬B ;
¬(A ∧ B) = ¬A ∨ ¬B ;
¬(∀x ∈ A P(x)) = ∃x ∈ A ¬P(x);
¬(∃x ∈ A P(x)) = ∀x ∈ A ¬P(x);
¬(∀x ∈ A (P(x)→ Q(x)) = ∃x ∈ A (P(x) ∨ ¬Q(x));
¬(∃x ∈ A (P(x)→ Q(x))) = ∀x ∈ A (P(x) ∨ ¬Q(x)).
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Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà (ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

Ïóñòü P(n) � óòâåðæäåíèå, çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííîãî,

ïðîáåãàþùåãî öåëûå çíà÷åíèÿ n ∈ Z è n0 ∈ Z �

ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

(1) P(n0) (áàçèñ èíäóêöèè),
(2) ∀n ∈ Z ((n ≥ n0)→ (P(n)→ P(n + 1))) (èíäóêöèîííîé øàã)

ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå P(n) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî öåëîãî

÷èñëà n ≥ n0.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

À. À. Åãîðîâ (yegorov@math.nsc.ru) ÎÌÀ ÔÔ-ÃÃÔ ÍÃÓ (2020-21)



Ââåäåíèå

Ôàêòîðèàë:
n! = 1 · 2 · . . . · n � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ n ∈ N.
0! = 1.
Äâîéíîé ôàêòîðèàë:
(2n)!! = 2 · 4 · . . . · (2n) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷åòíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2n, n ∈ N;
(2n − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2n − 1) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íå÷åòíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2n − 1, n ∈ N.
Ïóñòü k , n ∈ N ∪ {0}, k ≤ n.
×èñëî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ: Pn := n!.
×èñëî ðàçìåùåíèé n ýëåìåíòîâ ïî k óïîðÿäî÷åííûì

ìåñòàì: Ak
n :=

n!

(n − k)!
.

×èñëî ñî÷åòàíèé n ýëåìåíòîâ â íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
èç k ýëåìåíòîâ (áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò):

C k
n :=

n!

K !(n − k)!
.
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Ëåììà (Ïàñêàëÿ)

C k
n + C k−1

n = C k
n+1, C

1
n = Cn−1

n = 1 äëÿ k, n ∈ N, k ≤ n.
C k
n = Cn−k

n , C 0
n = Cn

n = 1 äëÿ k , n ∈ N ∪ {0}, k ≤ n.

Ëåììà (ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà)

(a + b)n =
n∑

k=0

C k
n a

kbn−k äëÿ a, b ∈ R, n ∈ N.

Ëåììà (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè)

(1 + x)n ≥ 1 + nx äëÿ x ≥ −1, n ∈ N.
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