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Поcледовательность
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Определение

Последовательность комплексных чисел — это закон (или
правило), по которому каждому натуральному числу
соответствует определённое комплексное число.
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Примеры

Пример 1.

wn = (1− i)n

1−4
−i w1
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w3
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w5
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Определение

Последовательность называется ограниченной, если
все её значения ограничены, т. е. существует
положительное число M <∞, такое, что |zn| < M
для всех n.
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Предел поcледовательности
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Определение

Комплексное число a называется пределом
последовательности комплексных чисел {zn}, если для
любого числа ε > 0 найдётся такой номер N = N(ε),
что для всех n > N выполняется неравенство

|zn − a| < ε.
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Рис. : Сходящаяся последовательность
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Примеры

Пример 2.

Найти предел последовательности:

zn =
3− n
n

+ i
n+ 1

2n+ 3
.

Ответ: lim
n→∞

zn = −1 + i1
2
.
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Примеры

Пример 3.

Найти предел последовательности

zn =
1

n

(
cos
(nπ

3

)
+ i sin

(nπ
3

))

Ответ: 0

Комплексный анализ Последовательности 9 / 33



Примеры

Пример 3.

Найти предел последовательности

zn =
1

n

(
cos
(nπ

3

)
+ i sin

(nπ
3

))
Ответ: 0

Комплексный анализ Последовательности 9 / 33



Примеры

lim
n→∞

zn =


0 при |z| < 1,

не существует при |z| = 1, z 6= 1,

1 при z = 1,

∞ при |z| > 1.
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Свойства предела

lim
n→∞

zn = a, lim
n→∞

wn = b.

Выполняются следующие свойства:

1) lim
n→∞

(zn + wn) = a+ b;

2) lim
n→∞

(zn · wn) = a · b;

3) если b 6= 0, то lim
n→∞

zn
wn

=
a

b
.
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Примеры

Найти следующие пределы:

1) lim
n→∞

n2 + n

3 + in2
; 2) lim

n→∞

n + in2

n2 + 1
;

3) lim
n→∞

(i)n

3n+1
; 4) lim

n→∞

in

2n
.
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Примеры

Вычислить предел:

lim
n→∞

ei
π
n .
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Примеры

Вычислить предел:

lim
n→∞

Im(ni
1
n).
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Ряд
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Определение

Пусть задана последовательность (комплексных) чисел {an}.
Формальная сумма a1 + a2 + · · ·+ an + · · · называется числовым
рядом и обозначается

∞∑
n=1

an.
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Некоторые ряды

∞∑
n=1

1

2n
=

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ · · · = 1

∞∑
n=1

4(−1)n+1

2n− 1
= 4− 4

3
+

4

5
− 4

7
+

4

9
− 4

11
+ · · · = π

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+

1

62
+ · · · = π2

6

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · = ln 2.
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Определение

Последовательность частичных сумм {sn} ряда
∑
an:

s1 = a1,

s2 = a1 + a2,

s3 = a1 + a2 + a3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
sn = a1 + a2 + · · ·+ an.
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Определение

Если существует конечный предел последовательности
частичных сумм lim

n→∞
sn = S и |S| <∞, то говорят, что ряд∑

an сходится и сумма ряда равна S

∞∑
n=1

an = S.

Ели предела частичных сумм не существует или предел равен
бесконечности, то говорят что ряд расходится
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Гармонический ряд

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+
1

6
+ · · ·
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Примеры

Пример 4.

Проверить сходится ли ряд

∞∑
n=1

i

n(n+ 1)
.

Ответ:
∞∑
n=1

i

n(n+ 1)
= i.
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Примеры

Пример 5.

Найти сумму ряда

∞∑
n=1

1 + in(−1)n+1

n2
.

Ответ:
∞∑
n=1

1 + in(−1)n+1

n2
=
π2

6
+ i ln 2.
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Необходимый признак сходимости

Если ряд
∑
an сходится, то

lim
n→∞

an = 0.

Для рядов

∞∑
n=1

n = 1 + 2 + 3 + · · · и
∞∑
n=1

(i)n = i− 1− i+ 1 · · ·

необходимый признак не выполнен
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Примеры

Показать, что ряд
∞∑
n=1

n

n + i

расходится.
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Геометрическая прогрессия
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Определение

Геометрическая прогрессия

b, bq, bq2, bq3, bq4, . . .

или

a1 = b и an = a1 · qn−1 для n = 2, 3, . . . ,

Частичная сумма геометрической прогрессии

sn = a1 + a2 + · · ·+ an = a1
1− qn

1− q
q 6= 1
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Примеры

Пример 6.

Найти частичную сумму sn геометрической прогрессии
an = (1 + i) · 2n−1.

Ответ:

sn = (1 + i) · 1− 2n

1− 2
= (1 + i) · (2n − 1).
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Частный случай

Если a1 = 1, то

1 + q + q2 + q3 + · · · + qn−1 =
1− qn

1− q
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Примеры

Пример 7.

Пусть z =
1 + i√

2
, вычислить 1 + z + z2 + ...+ z20.

Ответ:

s20 = (1 +
√
2)i.
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Сумма геометрической прогрессии

Если |q| 6 1, то можно посчитать
сумму геометрической прогрессии:

∞∑
n=1

an =
a1

1− q
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