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Определение

Интеграл от непрерывной функции f : γ → C вдоль
кривой γ определяется равенством∫

γ

f(z) dz =

b∫
a

f(γ(t))γ′(t) dt.
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Свойства

1.

∫
Γ

(αf(z) + βg(z)) dz = α

∫
Γ

f(z) dz + β

∫
Γ

g(z) dz

2.

∫
Γ1∪Γ2

f(z) dz =

∫
Γ1

f(z) dz +

∫
Γ2

f(z) dz

3.

∫
Γ−

f(z) dz = −
∫
Γ

f(z) dz
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Пример

Пусть f(z) = z2, вычислить интеграл∫
γ

f(z) dz

Если

1) γ — отрезок соединяющий 0 и 1 + i;

2) γ — дуга параболы между 0 и 1 + i;

3) γ — ломаная 0→ 1→ 1 + i
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Пример

Пусть Γ — единичная окружность |z| = 1. Вычислить интеграл∮
Γ

ez dz =

∮
– интеграл по замкнутой кривой (по замкнутому контуру)
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Пример

Вычислим интеграл

In =

∫
|z−z0|=R

(z − z0)n d z,

считая, что n– целое число, а окружность ориентирована против
хода часовой стрелки.
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Длина кривой

l(γ) =

b∫
a

|γ′(t)| dt.
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Пример

Найти длину кривой l(γ), если

1) γ — отрезок соединяющий 0 и 1 + i;

2) γ — окружность |z| = 1;

3) γ — дуга параболы между 0 и 1 + i;
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Оценка интеграла

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
γ

|f(z)| |dz| 6 max
z∈γ
|f(z)| · l(γ)
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Напоминание: Формула Грина
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Интегральная теорема Коши

Если f (z) — голоморфная в C
функция, то∮

γ

f (z) dz = 0

для любой замкнутой кривой γ!
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Следствие из интегральной теоремы Коши

Интеграл от аналитической
(дифференцируемой) функции
определяется только начальной z0 и
конечной z1 точками пути (контура,
линии) интегрирования γ∫

Γ

f (z) dz =

z1∫
z0

f (z) dz
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Примеры

Пример 1.

Вычислить интеграл∮
Γ

ez dz

Γ — единичная окружность (|z| = 1).

Пример 2.

Пусть кривая Γ ограничивает область D ⊂ C, имеющую
площадь S. Доказать равенства, считая, что Γ проходится в

положительном направлении:

1.

∫
Γ

Re z dz = iS. 2.

∫
Γ

Im z dz = −S.
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Примеры

Пример 3.

Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

e−x
2

cosx dx
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Интегральная формула Коши

Пусть функция f(z) дифференцируема в
конечносвязной ограниченной области D ⊂ C и имеет
в ней непрерывные частные производные, и пусть
кривая γ является границей области D, снабжённой
положительной ориентацией. Тогда для любой точки
z0, лежащей внутри контура γ, справделива формула

1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz = f(z0).
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Задачи

Задача 1.

Вычислить интегралы

I1 =

∫
γ

Re z dz и I2 =

∫
γ

Im z dz

по каждой из следующих кривых γ:

a) по отрезку прямой от точки z = 0 до точки z = 2 + i;

б) по полуокружности |z| = 1, 0 6 arg z 6 π, от точки z = 1 до
точки z = −1;

в) по окружности |z − z0| = r (направление обхода — против
часовой стрелки).
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Задачи

Задача 2.

Пусть кривая Γ ограничивает область D ⊂ C, имеющую
площадь S. Доказать равенство, считая, что Γ проходится в

положительном направлении:∫
Γ

z∗ dz = 2iS.

Задача 3.

Вычислить интеграл∮
Γ

1

z
dz

Γ — единичная окружность.
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Задачи

Задача 4.

Вычислить интеграл
∫
γ

|z| z d z, где γ– простой замкнутый

контур, состоящий из верхней полуокружности |z| = 1 и отрезка
[−1, 1].
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Задачи

Задача 5.

Вычислить интеграл∮
Γ

z

z
dz
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Задачи

Задача 6.

Вычислить интеграл∫
|z−1|=1

ez

z2 + 1
dz.

Задача 7.

Вычислить интеграл
1

2πi

∫
γ

ez d z

z2 + a2 ,

где γ — простой замкнутый контур, содержащий внутри себя
круг |z| 6 a.
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