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Интегральная формула Коши

Пусть функция f(z) дифференцируема в
конечносвязной ограниченной области D ⊂ C и имеет
в ней непрерывные частные производные, и пусть
кривая γ является границей области D, снабжённой
положительной ориентацией. Тогда для любой точки
z0, лежащей внутри контура γ, справделива формула

1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz = f(z0).
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Интеграл типа Коши

Пусть функция Γ — кривая, f(t) — функция заданная
на Γ. Определим функцию

F (z) =
1

2πi

∫
Γ

f(t)

t− z
dt
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Свойства

∃F ′(z), и

F ′(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(t)

(t− z)2
dt

Более того, ∃F (n)(z) для любого n, и

F (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(t)

(t− z)n+1
dt
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Интегральное представление

Если f(z) — дифференцируемая функция, то

1. f(z) =
1

2πi

∫
|t−z|=δ

f(t)

(t− z)
dt

2. f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|t−z|=δ

f(t)

(t− z)n+1
dt
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Теорема Мореры

Если функция f (z) непрерывна в
односвязной области D ⊂ C и вдоль
любого замкнутого контура γ ⊂ D∫

γ

f (z) d z = 0,

то функция f (z) является
дифференцируемой в области D.
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Теорема. Принцип максимума модуля аналитической
функции

Пусть D ⊂ C– область, отличная от постоянной
функция f является аналитической в области D и
M = sup

z∈D
|f(z)|. Тогда |f(z)| < M для произвольной

точки z ∈ D. Иными словами, модуль отличной от
постоянной аналитической функции не может
достигать своего максимума ни в одной внутренней
точке области.
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Примеры

Пример 1.

Найти максимум |ez| на замкнутом единичном круге |z| 6 1.

max
|z|61

= e

Пример 2.

Найти максимум | cos z| на замкнутом единичном круге |z| 6 1.
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Примеры

Пример 3.

Вычислить интеграл

1

2πi

∮
Γ

ez dz

z(1− z)3

точка 0 находится внутри, а 1 вне контура Γ

Пример 4.

Вычислить интеграл

1

2πi

∮
Γ

zez dz

(z − a)3

точка a находится внутри контура Γ
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Задачи

Задача 1.

Вычислить интеграл∮
Γ

z

z
dz
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Задачи

Задача 2.

Найти аналитическую функцию f(z) = u(x, y) + iv(x, y), если
известно, что v(x, y) = y cos y chx+ x sin y shx и f(0) = 0.

Задача 3.

Найти аналитическую функцию f(z), если

Re f(z) = x2 − y2 + 5x+ y − y

x2 + y2
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Задачи

Задача 4.

Найти максимум | cos z| на замкнутом единичном круге |z| 6 1.

Задача 5.

Вычислить интеграл

1

2πi

∮
Γ

ez dz

z(1− z)3

точка 1 находится внутри, а 0 вне контура Γ
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Задачи

Задача 6.

Вычислить интеграл

1

2πi

∮
Γ

ez dz

z(1− z)3

точки 0 и 1 находится внутри контура Γ
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