
Îñíîâû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé
(3-èé ñåìåñòð, ëåêöèè 32 ÷., ñåìèíàðû 32 ÷., ýêç.)

Ëåêòîð - Ëàøèíà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà

Ïðîãðàììà è îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

1. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (10 ÷àñîâ)

1. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-

ëàìè. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûì ôóíê-

öèÿì. Îáðàòíûå ôóíêöèè. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.

Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

Ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðî-

èçâîäíîé ïî êîìïëåêñíîìó àðãóìåíòó. Ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, ôîðìóëè-

ðîâêà òåîðåìû Ðèìàíà. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè.

3. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òåîðåìà Êîøè. Èíòåðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.

4. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ðÿäàìè. Ðÿäû Òåéëîðà è Ëî-

ðàíà. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è àíàëèòè÷íîñòü. Àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå. Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèè n
√
z è Lnz.

5. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè è èõ êëàññèôèêàöèÿ. Âû÷åò àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-

öèè â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ. Âû÷èñëåíèå èíòåãðà-

ëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.

2. Ðÿäû Ôóðüå (6 ÷àñîâ)

6. Ðÿäû Ôóðüå äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé ôîðìå.

Òåîðåìà Ôóðüå. Ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà. Ðÿäû Ôóðüå äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ôóíêöèé.

Ðÿäû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì. Àìïëèòóäíûé è ôàçîâûé ñïåê-

òðû.

7. Íåðàâåíñòâî Áåñññåëÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-

ìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå. Ðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå.

8. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìíî-

ãî÷ëåíàìè. ßâëåíèå Ãèááñà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà.
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3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (6 ÷àñîâ)

9. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ôóðüå êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå. Êîñèíóñ- è ñèíóñ- ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé: îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå, äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñäâèã, ïîäîáèå.

10. Ñâ¼ðòêà ôóíêöèé è å¼ ñâîéñòâà: îãðàíè÷åííîñòü, àáñîëþòíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü,

êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

11. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ôîðìóëà Ïàðñåâàëÿ. Ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì. Òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ (ôîð-

ìóëèðîâêà).

4. Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå (4 ÷àñà)

12. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïîäîáèå, çàïàçäûâàíèå, ñìåùåíèå, äèôôåðåíöèðîâàíèå,

ñâåðòêà.

13. Ïðèìåíåíèå îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Òåîðåìà Áîðåëÿ è ôîðìóëà Äþàìåëÿ. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

5. Îáîáùåííûå ôóíêöèè (6 ÷àñîâ)

14. Îáîáùåííûå ôóíêöèè, δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà è δ-îáðàçóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõî-

äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ôîðìóëû Ñîõîöêîãî. Çàìåíà ïåðå-

ìåííûõ â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ, óìíîæåíèå íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-

öèè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

15. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è

ñâåðòêè. Ïðèìåðû. Ôîðìóëà Ïóàññîíà. Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà.

16.Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðèëîæåíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ëèòåðàòóðà

Ìåòîäè÷åñêèå ïîñîáèÿ ïî êóðñó äîñòóïíû íà ñàéòå ÊÂÌ ÔÔ ÍÃÓ ïî ñëåäóþùèì ññûë-

êàì:

http://www.phys.nsu.ru/ok03/OFA.html

http://www.phys.nsu.ru/ok03/TFKP.html.
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Äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà

1. Ì.À. Ëàâðåíòüåâ, Á.Â. Øàáàò. Ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ì.: Íàóêà, 1987.

2. Ë.È. Âîëêîâûñêèé, Ã.Ë. Ëóíö, È.Ã. Àðàìàíîâè÷. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Ì.: Íàóêà, 1970.

3. Ì.È. Øàáóíèí, Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí,Ì.È. Êàðëîâ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ì.: ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2015.

4. Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ ïðèìåíåíèå. Ì.: Çíàíèå, 1990.

5. Þ. Ñàòî. Îáðàáîòêà ñèãíàëîâ. Ïåðâîå çíàêîìñòâî. Ì.: Äîäåêà, 2002.

6. Ñ.È. Áàñêàêîâ. Ðàäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2000.

Ïðîãðàììà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé

1 çàíÿòèå � Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

2 çàíÿòèå � Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ. Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, èõ îñíîâíûå

ñâîéñòâà, ïðèëîæåíèÿ.

3 çàíÿòèå � Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå. Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà.

4 çàíÿòèå � Ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè è èõ êëàññèôèêà-

öèÿ. Âû÷åò â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå.

5 çàíÿòèå � Òåîðåìà î âû÷åòàõ. Ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ

èíòåãðàëîâ.

6 çàíÿòèå � Ðàçëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿä Ôóðüå. Ðàçëîæåíèå òîëüêî ïî

ñèíóñàì èëè òîëüêî ïî êîñèíóñàì.

7 çàíÿòèå � Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì. Êîìïëåêñ-

íàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå.

8 çàíÿòèå � Ðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà. Ñóììèðîâàíèå ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ

Ôóðüå. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå.

9 çàíÿòèå � Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè å¼ èíòåãðàëîì Ôóðüå. Îáùèå ñâîéñòâà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå: ñäâèã ïî ôàçå, ñäâèã ïî àðãóìåíòó.

10 çàíÿòèå � Ïðîèçâîäíàÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðî-

ðèçâîäíîé.

11 çàíÿòèå � Ñâåðòêà è åå ñâÿçü ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

12 çàíÿòèå � Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà: îðèãèíàëû è èçîáðàæåíèÿ. Òåîðåìû ïîäîáèÿ è

ñìåùåíèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèé è îðèãèíàëîâ. Ðåøåíèå

íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

13 çàíÿòèå � Çàïàçäûâàíèå è ñâåðòêà îðèãèíàëîâ. Òåîðåìà Áîðåëÿ è ôîðìóëà Äþà-

ìåëÿ. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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14 çàíÿòèå � Îñíîâíûå è îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ôóíäàìåíòàëüíîì

ðåøåíèè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

15 çàíÿòèå � Óìíîæåíèå îáîùåííûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå. Ëè-

íåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ. Ñâåðòêà îáîáùåííûõ

ôóíêöèé.

16 çàíÿòèå � Îáîáùåííûå ôóíêöèè ìåäëåííîãî ðàñòà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò íèõ.

Ïîâòîðíûé ðàçáîð íàèáîëåå òðóäíûõ âîïðîñîâ èç ïðåäûäóùèõ çàíÿòèé.

Çàäàíèÿ ïî îñíîâàì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè
ôóíêöèé

Çàäàíèå 1 (ñäàòü äî 16 îêòÿáðÿ)

1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé 1i, 2i, ii.

2. Íàïèñàòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò

ëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÷üÿ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü u çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a)u =
(x2 − y2)

(x2 + y2)2
, b)u = exp(x/y).

3. Íàéäèòå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè i, ∞,

−i â òî÷êè 2, 1 + i, 0, è âûÿñíèòå, âî ÷òî ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò ïðàâàÿ

ïîëóïëîñêîñòü Rez > 0.

4. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D íà êîïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ

ω = ω(z) äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

a)D = {z : Imz > a > 0}, ω = z2; b)D = {z : Rez < 0, 0 < Imz < π}, ω = ez.

5. Ôóíêöèþ
ln(z2 + 1)

z − 2

ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà â òî÷êå z = ∞ è â êîëüöå 1 < |z| < 2.

6. Äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ íèæå ôóíêöèé íàéòè åå âû÷åòû îòíîñèòåëüíî âñåõ åå

èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê:

a)
1

ez + 1
− 1

z
, b)

1

(z4 + 1)
√
z2 + 1

.
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7. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

a)

∫ +∞

−∞

cos(ax)

1 + x2
dx, b)

∫ +∞

0

√
xlnx

(x+ 1)(x+ 2)
dx.

Çàäàíèå 2 (ñäàòü äî 20 íîÿáðÿ)

8. Ôóíêöèþ f(x) = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå

a) ïî ñèíóñàì êðàòíûõ äóã;

b) ïî êîñèíóñàì êðàòíûõ äóã;

ñ) â èíòåðâàëå ìåæäó 0 è 2π.

9. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéòè ñóììû ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
;

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

.

10. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln(1 − 2a cosx + a2) â ðÿä Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîìïëåêñíîé ôîðìû ðÿäà Ôóðüå (|a| < 1).

11. Ïóñòü ãëàäêàÿ íà îòðåçêå −π ≤ x ≤ π ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ

íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà è "â ñðåäíåì"ðàâíà íóëþ, òî åñòü

f(−π) = f(π),

∫ π

−π

f(x)dx = 0.

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà äîêàæèòå ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∫ π

−π

|f(x)|2dx ≤
∫ π

−π

|f ′(x)|2dx.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.

12. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ôóðüå, äîêàçàòü ðàâåíñòâî

∫ +∞

0

cos(xy) + y sin(xy)

1 + y2
dy =


0, x < 0,

π/2, x = 0,

πe−x, x > 0.

13. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = H(x)e−ax, ãäå H(x) � ôóíêöèÿ

Õåâèñàéäà, a > 0.

14. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîñèíóñîèäàëüíîãî èñïóëüñà

f(t) =

{
cos t, |t| ≤ π/2,

0, |x| > 0.
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15. Íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ f(ay), åñëè

a)f(y) =
sin y

y
; b)f(y) =

sin2 y

y2
.

16. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéòè çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

a)

∫ +∞

−∞

sin y

y
; b)

∫ +∞

−∞

sin2 y

y2
.

17. Äëÿ ôóíêöèè fa(x) =

{
1

Γ(a)
xa−1ex, x > 0,

0, x < 0,
ãäå Γ(a) � ãàììà-ôóíêöèÿ, äîêàæèòå

ðàâåíñòâî fa ∗ fb = fa+b, a, b > 0.

Çàäàíèå 3 (ñäàòü äî 30 äåêàáðÿ)

18. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è òåîðåìîé ïîäîáèÿ, íàéäè-

òå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ôóíêöèè f(t) = sin2 3t. Óêàæèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

íàéäåííîãî èçîáðàæåíèÿ.

19. Äàíî èçîáðàæåíèå

F (p) =
p2 + 1

p(p+ 1)(p+ 2)
.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äðîáåé íà ïðîñòåéøèå, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé îðèãèíàë f(t).

20. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′′1 + y′2 + y1 = et, y′1 + y′′2 = 1,

y1(0) = 1, y2(0) = −1, y′1(0) = 0, y′2(0) = 2.

21. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ðåøèòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t)− e−2t

∫ t

0

e2sx(s)ds = 1 + t, t > 0.

22. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè [δa], ïîðîæäåííûå ôóíêöèÿìè

δa(x) =
a

π2(x2 + a2)
,

ïðè a → +0 ñõîäÿòñÿ ê δ-ôóíêöèè Äèðàêà.

23. Âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

a)|x|, b)| sinx|.
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24. Îïèøèòå äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè δ′′ ∗ |x|.
25. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî îïåðàòîðà, íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

d2

dx2
+ λ,

òî åñòü íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ f ′′ + λf(x) = δ(x).

Çàäàíèÿ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè (ñäàòü äî 30 äåêàáðÿ)

1*. Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ f(z) = eiz
2
ïî ãðàíèöå ñåêòîðà

S = {0 ≤ |z| ≤ R, 0 ≤ arg z ≤ π/4},

âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ôðåíåëÿ

∫ +∞

0

eix
2

dx.

2*. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòåé ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

ïåðåõîäÿò â ãàðìîíè÷åñêèå, è íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

∆u(x, y) = 0, x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0, π),

u(x, 0) = 1, x > 0, u(x, 0) = 0, x < 0, u(x, π) = 0.

Ñ ïîìîùüþ êîìïüòåðíîé ïðîãðàììû ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü u(x, y).

3*. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàéäèòå ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è Êîøè äëÿ âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ:

utt = a2uxx, u(0, x) = f(x), ut(0, x) = g(x),

åñëè ôóíêöèè f(x)g(x) ÿâëÿþòñÿ áûñòðî óáûâàþùèìè, è x ∈ (−∞,+∞).

4*. Ïóñòü a è v � ïîñòîÿííûå è E(x, t) � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïëîñêîñòè

ôîðìóëîé

E(x, t) =

{
a, åñëè x2 ≤ v2t2 è t ≥ 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â çàâèñèìîñòè îò äàííîãî v ïîäáåðèòå ïîñòîÿííóþ a òàê, ÷òîáû E áûëî ôóíäàìåíòàëü-

íûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà
1

v2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.

5*. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y, z) è âåêòîðíîãî ïîëÿ F (x, y, z) íàéäèòå Ôóðüå-îáðàçû

▽u, ∆u, divF è rotF . Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â îäíîðîäíîé ñðåäå áåç ñâîáîäíûõ
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çàðÿäîâ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò Ôóðüå ïîëåé ïðè ðàçëîæåíèè íà ìîíîõðîìàòè÷åñêèå

ïëîñêèå âîëíû.

6*. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ïóàññîíà âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà

+∞∑
n=−∞

1

n2 + a2
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ó÷àñòâóþùàÿ â âû÷èñëåíèÿõ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ áûñòðî óáû-

âàþùåé. Îáîñíóéòå äëÿ íåå çàêîííîñòü ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Ïóàññîíà.
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