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РАСЧЕТ МОДУЛЕЙ УПРУГОСТИ МЕТАЛЛОВ 
ЗА ФРОНТОМ СИЛЬНЫХ УДАРНЫХ ВОЛН * 

 
В работе в рамках единой системы малопараметрического уравнения состояния реализован подход для вы-

числения механических характеристик веществ за фронтом сильных ударных волн. Для рассмотренных материа-
лов проведено исчерпывающее сравнение результатов теоретических расчетов с имеющимися при высоких плот-
ностях энергии экспериментальными данными и получено хорошее соответствие результатов. 
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Введение 
 
При решении упругопластической задачи 

используются уравнения сохранения массы, 
импульса и энергии. В правой части уравне-
ний движения стоят градиенты компонент 
тензора напряжений, а на главной диагона-
ли – давление. Если изменение давления 
легко рассчитывается с помощью малопа-
раметрического уравнения состояния [1], то 
изменение девиаторной части тензора на-
пряжений в процессе деформации необхо-
димо определить. Девиаторная часть тензо-
ра напряжений зависит от механических 
характеристик, которые являются функция-
ми давления и температуры. При этом  
необходимо хорошо представлять, что рас-
пространения ударных волн имеет исклю-
чительную сложность в деформирующихся 
телах, особенно если последние имеют  
ограниченные размеры. Эта сложность обу-
словлена тем, что при распространении волн 
напряжений в объектах ограниченных раз-
меров они испытывают многократные отра-
жения от граничных поверхностей тела и, 
взаимодействуя, образуют весьма сложную 
волновую картину внутри объекта. Ко все-
му, в процессе нагружения за фронтом 
ударной волны возрастает температура, а, 
следовательно, вторая и последующие удар-
ные волны (в результате интерференции или 

отражения) распространяются по уже нагре-
тому телу. 

Задачей этой работы было изучение су-
ществующих моделей и способов описания 
температурных зависимостей механических 
констант вещества, таких как модуль Юнга, 
модуль сдвига и коэффициент Пуассона, на 
основании которых требовалось предложить 
методику расчета зависимости механиче-
ских параметров от температуры и давле-
ния, что позволит существенно приблизить 
описание напряженно-деформируемого со-
стояния материала к более реалистичному. 

 
 
Малопараметрическое 
уравнение состояния 
 
Свободная энергия твердой фазы [1] 
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где V – удельный объем; Ex(V) – «холодная» 
энергия; T – температура; , 3 /v lc R A=  – теп-
лоемкость решетки при постоянном объеме 
(закон Дюлонга – Пти), A – средний атом-
ный вес; R  – газовая постоянная; ( )Vθ  – 
температуры Дебая; 0,evc  – эксперименталь-
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ное значение электронной теплоемкости при 
нормальных условиях. 

Упругая составляющая энергии Ex(V) 
связана исключительно с силами взаимо-
действия, действующими между атомами 
тела, и равна, включая энергию нулевых 
колебаний, удельной внутренней энергии 
при абсолютном нуле температуры, почему 
ее иногда называют «холодной» энергией. 
Тепловые составляющие давления и энергии 
связаны с нагреванием тела, т. е. с темпера-
турой. 

Термодинамическая модель [1] основана 
на зависимости коэффициента Грюнайзена 
γ от объема [2]: 
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где 0 /s s vK V cγ = β , sK  – адиабатический мо-
дуль объемного сжатия; vc  – теплоемкость 
при постоянном объеме; 0,tP  – значение те-
плового давления в начальном состоянии. 

Необходимо заметить, что процедура вы-
вода формулы коэффициента Грюнайзена  
в [2] «привязана» к начальному состоянию 
(V0, T0). В этом термодинамическом состоя-
нии вычисляются все теплофизические ха-
рактеристики β (V0, T0), ( )0 0,SK V T , 

( )0 0,vc V T , ( ),0 0 0,tP V T  материала, которые и 
определяют параметр a в (2). Из квантово-
механических предпосылок может быть по-
лучено иное выражение на объемную зави-
симость коэффициента Грюнайзена 
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(3) 

В уравнении (3) значение при t = 0 отве-
чает теории Ландау – Слэтера [3; 4], t = 1 – 
Дуглейла – Макдональда [5], t = 2 соответ-
ствует теории свободного объема [6].  
Следует отметить, что величина и знак па-
раметра t определяются характером зависи-
мости коэффициента Пуассона. Нулевое 
значение параметра t соответствует посто-
янству коэффициента Пуассона, т. е. фор-

муле Слэтера, положительное значение t 
соответствует увеличению коэффициента 
Пуассона с давлением, т. е. формулам Дуг-
лейла – Макдональда и Зубарева – Ващенко, 
и, наконец, отрицательное значение t соот-
ветствует отрицательной производной ко-
эффициента Пуассона. 

Для определения нулевой изотермы в [1] 
соотношение для коэффициента Грюнайзена 
(1), (2) при нулевой температуре (Т = 0  К) 
приравнивалось к выражению для обобщен-
ного коэффициента Грюнайзена из (3) 
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(4) 

где xa  – значение параметра 0=Ta  при ну-
левой температуре в (1), в качестве первого 
приближения которого можно использо-
вать (0 ) 1 2 / ( 2 / 3)x sa a= = + γ − . 

Решение дифференциального уравнения 
(4) определяет аналитические выражения 
для «холодных» давления и энергии, вид 
которых и определение констант представ-
лено в [1]. 

Таким образом, в работе [1] была пред-
ложена и успешно применена простая кало-
рическая модель уравнения состояния без 
учета эффекта плавления для решения  
высокоскоростных динамических задач, обес-
печивающая точность, сопоставимую с точ-
ностью широкодиапазонных уравнений со-
стояний [7; 8] в исследуемой области 
сжатий, при этом количество констант, не-
обходимых для решения, сведено к мини-
муму. 

В малопараметрическом уравнении  
состояния упругие свойства вещества ха-
рактеризуются одной единственной величи-
ной – сжимаемостью, определяющей ско-
рость распространения акустических волн 
(скорость звука) сжатия и разрежения, кото-
рая в общем случае находится как 

2 .
S

PC  ∂
=  ∂ρ 

 

При изучении ударного сжатия твердых 
тел и применении малопараметрического 
уравнения состояния полагаем, что давле-
ние в сжатом веществе изотропно, имеет 
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гидростатический характер. Увеличение 
плотности рассматривается при этом как 
результат всестороннего сжатия вещества. 
Соответственно упругие свойства вещест- 
ва характеризуются одной единственной 
величиной – сжимаемостью. Однако так 
можно поступать только в том случае, когда 
давление достаточно велико, и эффекты, 
связанные с прочностью твердых тел и су-
ществованием сдвиговых деформаций и на-
пряжений, не играют роли. Если нагрузки 
малы, необходимо принимать во внимание 
упругие свойства твердого тела. Это суще-
ственным образом влияет на характер дина-
мических процессов и, в частности, на рас-
пространение упругих волн сжатия и 
разрежения. 

В [9–12] экспериментально показано, что 
прочностные свойства материала в значи-
тельной мере определяют характер и пара-
метры волны разряжения, распространяю-
щейся по сжатому ударной волной 
материалу, и параметры затухания ударных 
волн. Одним из характеристических свойств 
твердого тела, отличающим его от жидко-
сти, является устойчивость формы, сопро-
тивляемость сдвигу. В жидкости отсутству-
ет сопротивление по отношению к сдвигу, 
жидкость с легкостью принимает любую 
форму, лишь бы не менялся при этом объем, 
т. е. жидкость характеризуется нулевым мо-
дулем сдвига. Тензор напряжений при этом 
в любой системе координат диагонален, 
причем все три нормальные компоненты его 
одинаковы и равны давлению, которое изо-
тропно. Упругие свойства жидкости харак-
теризуются только ее сжимаемостью или 
модулем всестороннего сжатия. Известно, 
что при достаточно больших нагрузках 
твердое тело меняет свои упругие свойства 
и становится пластичным, текучим, в неко-
тором отношении подобным жидкости. 

С ростом давления и температуры в им-
пульсе нагрузки изменяются упругие и 
прочностные характеристики материала. 
Значения изоэнтропических модулей упру-
гости ударно сжатого вещества определяют-
ся из соотношения между измеренными в 
экспериментах величинами: 
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где BC  и LC  – соответственно объемная и 
продольная скорость звука; SK  – изоэнтро-
пический модуль объемного сжатия; G  – 
модуль сдвига. 

Из-за различия продольных сжимаемо-
стей в упругой и пластической областях де-
формирования волны сжатия расщепляются 
с выделением упругих предвестников, рас-
пространяющихся со скоростью продоль-
ных звуковых волн LC ,  в то  вр емя как  
скорость распространения пластических 
возмущений определяется уже объемной 
скоростью звука BC . Скорость распростра-
нения сильных волн сжатия (ударных волн) 
зависит от амплитуды волны. Она всегда 
больше чем BC  или близка к этой величине. 
Скорость распространения слабых возму-
щений всегда равна LC  независимо от ам-
плитуды, поскольку возмущения распро-
страняются с такой скоростью только в том 
случае, когда они малы [14]. Для иллюстра-
ции явления расщепления волн сжатия  
проведено численное моделирование одно-
осного упругопластического нагружения  
по методу М. Уилкинса [13]. 

На рис. 1 представлен результат модели-
рования одноосного упругопластического 
течения, возникающего при ударе алюми-
ниевой пластины, налетающей со скоростью 
500 м/с на покоящуюся алюминиевую пре-
граду. Хорошо видно формирование сту-
пеньки – упругого предвестника. Для оцен-
ки влияния упругих свойств материала, на 
рис. 1 нанесен результат расчета для гидро-
динамического течения. Поскольку объем-
ная скорость звука ниже, чем продольная  
CB > CL, пластическая волна не может  
догнать упругую, и комбинация этих волн 
остается устойчивой. С увеличением давле-
ния ударного сжатия скорость пластических 
ударных волн возрастает, в то время как 
скорость опережающих упругих волн, не-
сущих критическое давление предела теку-
чести, остается неизменной, и расщепление 
ударной волны не происходит. 

Для вычисления объемной скорости зву-
ка воспользуемся определением (5), в кото-
ром изоэнтропический модуль объемного 
сжатия вычислялся с помощью малопара-
метрического УРС из термодинамического 
тождества: 
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Рис. 1. Распространение ударной волны в упругопластической среде 

в результате одноосного нагружения 
 
 
Результаты расчета объемной скорости 

звука по различным квантово-механическим 
теориям описания коэффициента Грюнайзе-
на [3–6] и экспериментальные данные из [9; 
12; 15–18] представлены на рис. 2 для меди 
и алюминия. Из сравнения результатов для 
меди (рис. 2, б) наиболее точной из рас-
смотренных теорий оказалась теория сво-
бодного объема [6]. При этом наибольшую 
погрешность 7 % дает теория Ландау – Слэ-
тера. Из-за разброса экспериментальных 
данных для алюминия ни одна из теорий не 
показала решающего преимущества. Все 
три теории описания коэффициента Грю-
найзена показали сопоставимый результат, 
отличие в предсказании величины объемной 
скорости звука с помощью малопараметри-
ческого УРС не превысило 5 % в рассмот-
ренном диапазоне параметров. 

Для вычисления продольной скорости 
звука воспользуемся предпосылками наибо-
лее простой квантово-механической теории 
Ландау – Слэтера [3; 4], согласно которой 
коэффициент Пуассона остается величиной 
постоянной при изменении давления. Тогда, 
согласно [9; 10], продольную скорость звука 
можно вычислить как 

( )
1

3 1
B

L

C
C

+ µ
=

−µ
, 

при этом коэффициент Пуассона считается 
постоянным во всем диапазоне изменения 

давления и равен своему начальному значе-
нию 0µ = µ . 

Приняв за основу постоянство коэффи-
циента Пуассона при изменении давления, 
мы ограничили себя одной квантово-
механической моделью, т. е. все дальней-
шие расчеты проводились только по модели 
Ландау – Слэтера [3; 4]. Вычисленная про-
дольная скорость звука алюминия и экспе-
риментальные данные – чистый алюминий 
[15], алюминиевый сплав Al-2024 [17; 19–22] 
и алюминиевый сплав LY12 [23; 24] пред-
ставлены на рис. 3. Видно, что расчет пока-
зывает высокую точность при вычислении 
значений продольной скорости звука, по-
грешность вычисления не превышает  
5–7 % в области давлений менее 120 ГПа. 
Проблемной остается область давления бо-
лее 130 ГПа, которая, по многочисленным 
косвенным подтверждениям, соответствует 
области расплавленного алюминия. В жид-
кости отсутствует сопротивление по отно-
шению к сдвигу, поэтому скорость распро-
странения возмущений становится равной 
объемной скорости звука, а не продольной, 
что и фиксируют эксперименты [17; 23]. 

На рис. 4 представлен результат расчета 
продольной скорости звука для меди и экс-
периментальные данные из [11; 12; 25; 26]. 
Наблюдается высокая точность расчета 
продольной скорости звука по малопара-
метрическому УРС. 
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Рис. 2. Зависимость объемной скорости звука от давления вдоль ударной адиабаты алюминия (а); меди (б); 
экспериментальные данные:  – [9], + – [12],  – [15],  – [16],  – [17] × – [18] 

 
 
 
 

 
 
 

Рис. 3. Продольная скорость звука вдоль адиабаты алюминия; 
эксперимент:  – [19], + – [12],  – [15],  – [17],  – [20; 21],  – [22] , × – [23],  – [24] 
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Рис. 4. Продольная скорость звука вдоль адиабаты меди; 
эксперимент:  – [11],  – [12],  – [25], × – [26] 

 
 
 
 

 
 
 

Рис. 5. Изоэнтропический модуль объемного сжатия на ударной адиабате алюминия (а); меди (б); 
экспериментальные данные:  – [9], × – [12],  – [16],  – [17],  – [18] 
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Полученная точность вычисления про-
дольной и объемной скоростей звука дает 
основание утверждать, что вычисленные 
через скорости звука модуль сдвига, по со-
отношению (6), и изоэнтропический модуль 
объемного сжатия, по (5), будут рассчиты-
ваться с погрешностью, не превышающей 
10 %. 

В качестве подтверждения этих слов, на 
рис. 5 представлены результаты расчета 
изоэнтропического модуля объемного сжа-
тия по авторской методике для алюминия и 
меди, а также экспериментальные данные 
[9; 12; 16; 17; 18]. Погрешность вычисления 
KS не выходит за пределы заявленной по-
грешности. 

 
Зависимость механических 
характеристик металлов 
при изменении температуры 
и давления 
 
Теория упругости [27] утверждает: в слу-

чае однородного изотропного тела модули 
упругости одинаковы по всем направлени-
ям. Четыре упругие характеристики E – мо-
дуль Юнга, G – модуля сдвига, KS – изоэн-
тропический модуль объемного сжатия и μ – 
коэффициент Пуассона взаимосвязаны меж-
ду собой. Ни одна из них непосредственно в 
ударно-волновых экспериментах не измеря-
ется. Каждая из этих характеристик выража-
ется через упругую продольную и объем-
ную скорость звука [28]: 
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Все упругие свойства гомогенных изо-
тропных линейно-упругих материалов уни-
кально определяются любыми двумя модуля-
ми упругости, остальные можно вычислить 
по формулам теории упругости [27]. 

Как показано выше, один из модулей  
упругости (изоэнтропический модуль объ-
емного сжатия) определяется с высокой 

степенью точности, в качестве второй упру-
гой характеристики рассмотрим модуль 
сдвига. На сегодняшний день известно 
множество моделей описания модуля сдвига 
от давления и температуры, рассмотрим не-
которые из них. 

• MTS модель модуля сдвига 

Модель Chen – Gray изначально была 
создана в рамках модели пластичности MTS 
(mechanical threshold stress) [29; 30], поэтому 
ее часто называют – моделью модуля сдвига 
MTS, согласно которой модуль сдвига опре-
деляется [29; 31] как 
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(7) 
где G0 и T0 – начальные значения модуля 
сдвига и температуры, D – константа мате-
риала. 

Широкого распространения эта модель 
не получила из-за отсутствия связи модуля 
сдвига с давлением. При этом эксперимен-
тально было показано [11; 32], что модуль 
сдвига увеличивается с увеличением давле-
ния и уменьшается с увеличением темпера-
туры. В ударной волне одновременно  
увеличиваются как давление, так и темпера-
тура, а следовательно, из модели не ясно, 
как эти конкурирующие процессы влияют 
на модуль сдвига. Поэтому единственным 
преимуществом этой модели является про-
стота реализации. 

• SSG модель модуля сдвига 

Наиболее известной моделью описания 
модуля сдвига является модель Стейнберга 
[33; 34]. Эта модель применяется многими 
исследователями для моделирования упру-
гопластических течений в твердых телах. 
Модуль сдвига является функцией давления 
и температуры: 

( )0 01/3( , ) 1 PG P T G A B T T = + − − δ 
, 

 
(8) 

где G0 – значение модуля сдвига при нор-
мальных условиях P = 0; T = T0 = 300 K; 
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константы вещества, которые подобраны 
авторами для большого количества мате-
риалов в [34; 35]. Базой для этого послужи-
ли результаты анализа экспериментальных 
данных [36]. 
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К сожалению, модель обладает одним 
существенным недостатком: предполагает-
ся, что, как только температура поднимается 
выше температуры плавления, модуль сдви-
га мгновенно обращается в нуль, т. е. мо-
дуль сдвига представлен разрывной функ-
цией вблизи фазовой границы. 

• NP модель модуля сдвига 

Модель Nadal – LePoac [37] является мо-
дернизацией модели Стейнберга. В ней ав-
торы попытались устранить один из глав-
ных недостатков модели SSG – мгновенное 
изменение модуля сдвига при достижении 
температуры плавления. Опираясь на тео-
рию твердого тела Дебая и критерий плав-
ления Линдермана, модель NP позволила 
сгладить поведение модуля сдвига вблизи 
температуры плавления 
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где k – постоянная Больцмана; m – атомная 
масса; f – постоянная Линдермана. 

Не смотря на физически обоснованный 
подход, модель (9) не получила широкого 
распространения на практике из-за сложно-
сти реализации. 

• BGP модель модуля сдвига 

В работах [38; 39] Бураковским предло-
жена новая модель зависимости модуля 
сдвига от объема и температуры. Модель 
создана на основе дислокационной теории 
фазовых переходов [40; 41] и теории твер-
дого тела Дебая (в которой модуль сдвига 
пропорционален квадрату температуры Де-
бая) с применением критерия Линдермана 
для определения начала плавления 
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где bβ  – константа материала; 1γ , 2γ , q  – 
константы для уравнения коэффициента 
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Все описанные модели успешно опробо-
ваны на практике и показывают приемле-
мую точность при вычислении модуля сдви-
га. Однако эти модели обладают одним 
существенным недостатком – они требуют 
знания дополнительных специфических 
констант, большинство из которых опреде-
ляются эмпирическим способом. Все опи-
санные модели не пригодны для практиче-
ского использования в расчетах, если  
значения этих специфических констант  
(в зависимости от модели) заранее не опре-
делены. 

Подобный подход полностью противоре-
чит философии малопараметрического урав-
нения состояния, поэтому ставим задачу: 
определить модуль сдвига материала с при-
менением уже существующих шести кон-
стант малопараметрического УРС [1] и тер-
модинамических тождеств. Опираясь на тот 
факт, что точность вычисления объемной и 
продольной скоростей звука достаточно вы-
сокая, вычислим модуль сдвига из соотно-
шения 
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На рис. 6 представлены результаты рас-

четов модуля сдвига алюминия от давления 
на ударной адиабате по методике (11)  
и по моделям SSG (8), BSP (10). Константы 
для модели Стейнберга брались из [33] 
(G0 = 27,6 ГПа, A = 65 ТПа–1; B = –0,62 kK–1), 
а для модели Бураковского использовалась 
зависимость модуля сдвига алюминия от 
давления [42]: 

0,79

( , 0) 29,3 1
12,9

PG P T  
= = + 

 
. 

Для оценки также нанесены эксперимен-
тальные точки [22; 23; 24; 43] и результаты 
из работы [44], посвященной обработке раз- 
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личных экспериментальных данных по ско-
ростям звука. Авторское решение немного 
отличается от модели BSP (7) и SSG (8).  
Из-за существенного разброса эксперимен-
тальных данных нельзя однозначно опреде-
лить, какая из моделей лучше. При этом не-
обходимо учесть, что константы по модели 
SSG (8) подобранны в [33] по описанию 
экспериментальных данных в низкой облас-
ти напряжений, что дает лишь приближен-

ное значение этих величин при переходе к 
высоким напряжениям (давлениям). 

Из-за большого разброса эксперимен-
тальные данные не могут выступать крите-
рием определения истинности при вычисле-
нии модуля сдвига по той или иной модели. 
Взяв на вооружение тот факт, что экспери-
ментально невозможно измерить модуль 
сдвига (в экспериментах измеряют продоль-
ные и объемные скорости звука [9–11],

 

 
 

Рис. 6. Модуль сдвига на ударной адиабате алюминия;  
экспериментальные данные: × – [17],  – [22],  – [23; 24],  – [43],  – [44] 

 
 
 

 
 

Рис. 7. Модуль сдвига вдоль ударной адиабаты меди; эксперимент:  – [11],  – [44] 
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Рис. 8. Модуль Юнга алюминия как функция давления и температуры на ударной адиабате 
 
 

а уже по  ним (11) вычисляют модуль сдви-
га), можно утверждать, что определяющим 
показателем точности расчета модуля сдви-
га является точность измерения обоих ско-
ростей звука одновременно. А как показано 
выше, скорость вычисления скоростей звука 
по малопараметрическому УРС достаточно 
высокая. 

На рис. 7 представлен результат расчета 
модуля сдвига меди вдоль ударной адиаба-
ты. Для оценки на рисунок нанесен резуль-
тат расчета модуля сдвига по модели SSG 
(8). Константы модели Стейнберга прини-
мались из [33] (G0 = 47,7 ГПа, A = 28 ТПа–1; 
B = –0,38 kK–1). Выполненный авторский 
расчет хоть и попадает в отведенный экспе-
риментальный интервал, показывает тен-
денцию к завышению модуля сдвига при 
давлениях более 100 ГПа. По-видимому, это 
связано с постоянством коэффициента  
Пуассона, принятым в расчете. Однако, со-
гласно экспериментальным данным [28], 
коэффициент Пуассона монотонно увеличи-
вается с увеличением давления от начально-
го значения до значения несжимаемой жид-
кости – μ = 0,5, а это в наших расчетах не 
учитывается. 

Из теории упругости [27] определим  
оставшуюся упругую константу – модуль 
Юнга: 

GK
GKE

S

S

+
=

3
9 . 

На рис. 8 представлен результат расчета 
зависимости модуля Юнга от давления и 
температуры вдоль адиабаты нагружения. 
Видно, что модуль изменяется нелинейно, 
при этом изменение от первоначального 
значения отличается практически на поря-
док, что непременно скажется при расчете 
упругопластичного течения. Следовательно, 
принятие постоянства модуля Юнга в боль-
шинстве упругопластических задач заведо-
мо будет приводить к ошибочному резуль-
тату. 

 
Выводы 
 
В работе проведен анализ существующих 

моделей и способов описания температур-
ных зависимостей упругих констант ве-
ществ и предложена относительно простая 
методика расчета механических параметров 
в рамках единого подхода малопараметри-
ческого уравнения состояния. Погрешность 
вычисления модуля объемного сжатия не 
превышает 5 %, механических величин – 
10–15 % от экспериментальных данных. 
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THE CALCULATION OF ELASTIC MODULUS BEHIND STRONG SHOCK WAVES 
 
In the paper the approach for calculation of mechanical characteristics of materials behind strong shock waves is rea-

lized in the frame of uniform system of the few-parametric equation of state [1]. For the considered materials a compre-
hensive comparison of theoretical computational results with available at high energy density experimental data is carried 
out and good agreement of the results is obtained. 
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